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3次カオス動学モデルおよびカスプ・
カタストロフィー・モデル的再構成
　　景気循環の複雑性およびカタストロフィーとカオスー
小野俊夫
はじめに
　昔のことになるが，K：eynes（1936）以後，景気循環理論や経済成長
理論などの経済動学（economic　dynamics：数学や物理学などの分野で
はdynamicsは「力学」と訳されているが，経済学では従来「動学」の
訳語が用いられている）は急速に発展した。もちろん，それ以前にも
Frisch（1933）やKalecki（1933）などのすぐれた業績があったし，そ
れらはPost－Keynesianの経済動学に多大の影響を与え続けた。1950年
代半ば頃からCounter　Keynesian　Revolutionがひそかに進み始めたが，
それまでの諸理論のうち特に重要なものとしては，いわゆるHarrod－
Domar型の経済成長モデル，　Kalecki－Kaldor型およびSamuelson－
Hicks型の景気循環モデルを挙げることができる。当時，そして長い
間，経済学の専門書や教科書で，それらのモデルに関する議論や解説が
大きく取り上げられていた（したがってそれらのモデルについて知りた
いと思う若い読者は，適当な書物を適宜参照されたい）。
　1950年忌半ば以後も現在に至るまで，Post－Keynesianやanti－
Keynesian，その他の理論家たちによって，実にさまざまな経済動学モ
デルが提示され続けてきた。しかしそれ以前からのすぐれたモデルも含
めて，それらの多くには共通した欠点が認められる。すなわち，モデル
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によって内生的に生み出されうる循環形態は，均衡経路（もし存在する
とすれば）に収束する減衰型か，あるいはそれから離れる発散型かであ
り，モデルの構造パラメータの特殊な値の組み合わせのもとでのみ，一
定の周期と振幅の永続的な循環が生み出されうるにすぎない。そこで持
続的な循環を生起させるために，減衰型モデルでは外生的な不規則的衝
撃を想定したり（Frisch（1933）やKalecki（1939）），発散型モデルで
は制度的ないし技術的な要因による上下の枠（例えば完全雇用の天井や
負の誘発投資の限界による床）を設ける（Hicks（1950））。
　もちろん，パラメータの特殊な値の組み合わせや外生的要因に依存す
ることなく，持続的な循環を生起させうるモデルもある（Kaldor
（1940）やGoodwin（1951））。このモデルでは，その他の事情が変化し
ない限り，一定の周期と振幅の極限循環（1imit　cycle）が持続する。し
かし現実に観察される経済変動では，周期も振幅も多様に変化する。
KaldorやHicksも述べたように，それぞれの循環に歴史的性格を与え
るものこそ，外生的要因やパラメータの変化である，と考えることもで
きよう。このことは，70年代以後のさまざまな新しい景気循環モデルに
ついてもいえよう（Goodwin（1990）訳書，第9章，　p．155）。
　こうしたなかで，数学モデルではなくグラフによって構成されていた
Kaldor（1940）のモデルを，微分方程式体系によって再構成したり，
fold　catastrophe的なモデルに再構成したりして，複雑な景気循環の分
析を試みる諸研究が近年なされている。小野（1996a，1997）では，そ
れらの検討を行うとともに，Kaldor（1940）とそれに先行する
Kalecki（1939）の再検討を行ったうえで，　Keynes（1936）によって重
視されたanimal　spirits（血気）の概念を手がかりに，　Kalecki（1939）
とKaldor（1940）のモデルをcusp　catastrophe的なモデルによって統
合し，多様な形態の景気循環の分析を試みた1）。
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　他方，Samuelson－Hicks型モデルとGoodwin（1951）について，
Goodwin（1990）とPuu（1989，1993）はそれぞれ現代的な観点から再
評価しながらも，それらによっては不規則的な循環を内生的に生起させ
ることができない，と批判している（Goodwin（1990）訳書，　p．155）。
多様な周期の規則的循環や全く不規則的な循環を，1つのモデルによっ
て内生的に生み出しえないという点では，これまでのほとんどの経済動
学モデルは等しく批判されるべきである。しかしカオス理論の発展によ
ってこの点もさなざまな形で解決されつつある。
　Goodwin（1990）は，　Samuelson・Hicks型モデルのカオス理論によ
る再構成の素描を示しているにすぎないが，Puu（1989）ではそのテー
マへの本格的取り組みがなされかけ，Puu（1993）において完結され
た2》3》。Puuはまず，2時間のタイム・ラグをもつHicksの線形投資関
数を3次関数ム＝〃（｝』一図．2）一θ（呂．1一呂．2）3によって置き換え
る。貯蓄関数は1期間のタイム・ラグをもつ線形関数であるが，今期の
消費は前期の国民所得による部分。｝㌃一1と，前期の貯蓄S孟一1＝s呂一2か
ら今期に消費される分εs珠2とからなる，とされる。一般的には0〈
ε＜1であるが，まずはε＝1として（通常の消費関数ではε＝0であ
る），2期間のγの変化乙＝｝弘一若の動態を決定する3次関数とし
てのカオス関数が構成される。このために位相図は通常の単峰形のもの
と異なり，第1象限に峰を，第3象限に谷をもつ曲線になる。加速度係
数汐と貯蓄性向∫の差として定義されたパラメータλの変化につれて，
分岐が進みカオスになって暫くするまでは，乙の動態は正象限と負象限
で相互独立に全く対称的に進展する。しかしパラメータλがある値に達
すると，事態は正と負の両象限間のスピルオーバーを伴うカオスになる。
Puuによって明らかにされたこのような成果を，まず本稿の1とIIで
考察し検討する。
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　続いてPuuは前期の貯蓄からの消費について一般的な0〈ε〈1の場
合を想定し，以上のモデルを一般化する。このために乙に関する3次
カオス関数は（1一ε）s｝を一1の項をもつことになるが，Puuはこれをパ
ラメータμとして分析を進める。しかしここでパラメータがλとμの2個
になるため，λを固定して，μだけが変化するものとして乙の動態が分
析される。ε＝1すなわちμ＝0の場合のモデルと異なって，この一般
化されたモデルの位相図では，正象限と負象限の動向は非対称的になる。
そして横軸にμを示す分岐図では，Zの分岐は上側（正）と下側（負）
で非対称的に進行する。一方の側のZは安定な1個の不動点であるも
のとし，μの変化につれて安定経路を進んでいくとしても，μがある値
に達すると安定な不動点は消滅し，システムは他方の側の経路にジャン
プする。その行き先は，固定されたパラメータλの値に応じて多様であ
り，1個の安定な不動点経路，さまざまな周期の安定循環軌道，あるい
はカオスの場合もありうる。興味あるこのようなPuuのモデル分析を，
IIIにおいて考察・検討する。μの変化に伴う一方の安定経路の消滅によ
って，他方の経路にシステムがジャンプするという場合，Puuはcatas－
tropheという語は用いていないが，これは正にfold　catastropheと呼
ぶにふさわしい現象であろう。このように考えて，IVでは，一般化され
たPuuのモデルをカタストロフィー・モデル的に再構成しようと試み
る。
　ところで，以上のPuuの分析では，パラメータλをさまざまな値に
固定して，パラメータμだけが変化するものとして乙の動態が分析され
た。IVでは，λとμとを共に変化しうるパラメータとして扱い，（μ，
Z）平面のPuuの分岐図にもう1本のλ軸を加えて，（μ，λ，　Z）空間
の分岐図を考える。したがって構成されるモデルは，cusp　catastrophe
モデルに類似したものとなる。しかしその曲面の上部と下部は，共にカ
　62
3次カオス動学モデルおよびカスプ・カタストロフィー・モデル的再構成
オスにつながる倍周期分岐を含んでいるから，このモデルはカタストロ
フィーとカオスの共存モデルとも呼びうるものとなろう。
なお，本稿の正しい理解のためには，カオス理論とカタストロフィー
理論の基本的な知識が必要とされるが，前者については小野（1995a）
もしくは小野（1996c）第3章を，後者については小野（1995b）を参
照されたい。では，本題に進むことにしよう。
注
1）またこれは，早稲田大学における理論・計量経済学会1997年度大会で報告
　したが（9，14），予定討論者の片岡晴雄教授（明星大学一本年4月から日本大
　学）からは有益なコメントと評価を項いた。ここに記して感謝申し上げる。な
　お，これはこの学会最後の大会であり，明年度から日本経済学会と改称される。
2）Samuelson－Hicks型の乗数一加速度相互作用循環モデルのカオス動学モデ
　ルによる再熟成の試みは，まずPuu（1989）のChapter　4　Business　Cycleの
　“7Appendix＝ADiscrete　Model　of　Chaos”（pp．104－15）においてなされた。
　この書物はいくらか拡張された改訂版として，1991年に再版された。そして大
　幅に拡張されたPuu（1993）では，前記の“Appedix”が部分的に修正・加筆
　されると共に，以下のIIIにおいて考察する“The　General　Mode1”を含む部分
　が追加されて，“Chapter　6　Business　Cycles二Discrete　Time”（pp．171－203）
　となった。以下でのPuuモデルの考察は，主としてこの章に関連する。
3）私事にわたるが，私は遅蒔きながら1993年末から94年始にかけてカオスの
　勉強を始め，一応の結果を小野（1994），（1995a）としてまとめた（その経緯
　は小野（1994）の「追記」参照）。それから平行してカタストロフィー理論の
　勉強に着手し，まず小野（1995b），（1996a）としてまとめ，以後，関連ある
　研究を続けてきた。そうしたなかで，カオスとカタストロフィーは，関連があ
　るのであろうが，ではいかに関連づけられるのであろうか，という疑問が起こ
　り，解決の糸口もないままに疑問だけが膨らんでいった。複雑な分岐現象と結
　びついたカタストロフィーを，カタストロフィー理論の創始者Ren6　Thomは
　“catastrophe　generalisee（一般化されたカタストロフィー）”と呼んでいると
　いう点も気にかかる（宇敷（1979），pp，15－6，　pp．18－20，およびThom（1977）
　訳書，第6章参照）。という訳で，昨年末（12；19）に別の文献を探しに入っ
　た早稲田大学中央図書館で，Puu（1989）をたまたま手にして上記　“Appen－
　dix”を素読したときには大きな衝撃を受けた。私の疑問への解決の糸口が見
　つかるように思えたからである。そしてPuuといえば，小野（1995a）をまと
　めるときに参照したはずであることに気づき，帰宅して調べると，Puu
　（1993）のコピーがあった。当時なぜ問題の章を読まなかったのか覚えていな
　いが，すぐさま読んで，冬休みの論文執筆計画を変更して本稿をまとめた次第
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である。
I　Puuの3次カオス動学モデル
　まず，以下で考察・検討するPuuのカオス動学モデルによる景気変
動分析の基礎となるモデル体系をみることから始めよう。
1．投資関数
　Samuelson（1939）を発展させたHicks（1950）の基本的な特質の
1つは，本来の加速度原理の修正による非線形投資関数である。もとも
と加速度原理は，投資財生産と消費財生産の循環的変動における振幅と
時間の差（前者の方が後者より振幅が大で，峰や谷も時間的に先行す
る）を解明するために，J．　M．　Clarkらによって考案されたものであっ
た。すなわち，現存資本の完全利用のもとでの新投資財の生産は，前期
の消費財需要・生産を今期のそれが超える大きさ，つまり消費需要の加
速度（C一G一、）に依存する，というものであった（qやC卜、はそれ
ぞれ当該期間の消費速度であり，その差は加速度である）。Samuelson
は，A．　H．　Hansenの示唆によって，この原理による投資関数を採用し
た。
　Hicksは，新投資財の需要を誘発するのは，消費財のみでなく投資
財も含めた国民生産・所得yの増分△yであるとし，加速度係数をθ
として，投資関数を
　　　　　み＝η（呂一ryl－2）
とした。しかし△yがかなり大きくなると，投資財の生産は労働力や
その他の資源の限界に達して，それ以上拡大しえない。したがって4が
この水準に達すると，〃＝0になるとされた。他方，△yが負になって
大きく減少していく場合の負の投資は，自然的な資本減耗を限度として，
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それ以上減少させえない。そこで負の投資がこの水準に達すると，η＝
oになるとされた。このように，Hicksの投資関数は3つの線形部分
によって構成されたものではあるが（図1の点線），そのモデルに非線
形の要素を導入することになった（Puu（1993），pp．90（par．3）一1（par．
1）参照）。
　これに対してGoodwin（1951）では，微分方程式系の非線形投資関
数が採用されたため，そのグラフは滑らかな曲線になる（図1の横軸は
yの時間変化率4y／4彦ではなく△｝7であるが，比較のために
Goodwin的な投資関数が滑らかな点線として加えてある）。
　さて，Puu（1989，1993）は，乗数一加速度相互作用の3次カオス動
学モデルの主柱となる投資関数を，Hicksの非線形への線形近似によ
る方法ではなく，3次項をつけ加えることによって構成する。すなわち，
　　（1）ろ＝θ（H．、一y；一，）一η（｝～．1一｝傷一、）3
とされる。これは図1のようになり（Puu（1993），p．171，　Fig．1），△y
が正のある点を超えると右下がりに，△yが負のある点を超えると左
上がりになる。しかしこれらの両端の部分は，モデルにとって重要では
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ない。右辺の第2項の係数は，1やyの測定単位を変えることによっ
て自由に変えうるからであり（p．171，par．1），それらの両端はモデル
の分析範囲の外に追いやることが可能だからである。ここでは単純にη
とされているが，後に呂の変動を記述する最終的な非線形差分方程式
を導出する際に，この係数は変更される。
2．貯蓄と消費関数
　消費Cも貯蓄Sも前期の国民所得yに依存するが，前期の貯蓄は
今期の消費に振り向けられると想定される。すなわち，前期の貯蓄は
　　（2）　S亡＿1＝：∫｝㌃＿2
であるが，今期の消費に向けられる貯蓄は，一般的には
　　（3）　εS‘一1＝εsyl＿2
とされる。通常の消費関数ではε＝0が想定されているが，ここでは
ε＝1とされる。（後に0＜ε＜1を想定する一般的なモデルが構成され
て，興味ある分析がなされる。）すると今期の消費は
　　（4）　C‘＝6y｝＿1十sy≧＿2
として決定されることになる。ここに消費性向。＝1－5である。
3．3次カオス動学モデル
　さて，
　　（5）　K＝C診十11直
であるから，（1）と（4）を代入して整理すれば，，
　　（6）　（y≧一呂＿1）＝（η一∫）（y≧＿1一呂＿2）
　　　　　　　　　　一”（呂．、一y；．2）3
が得られる。これには2期間の分布ラグが含まれているが，これは投資
関数（1）と，前期の貯蓄が今期の消費に振り向けられるとする想定，
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すなわち消費関数（4）とによるものである。また右辺の第2項は
（1）の第2項であり，すでに指摘したように係数はηでなくてもよい。
　Puuは以下の分析上，
　　（7）　（H－y；＿1）＝Z≧＿1
と定義して，（6）を簡単な
　　（8）2；＝ω一s）乙．1一”Z；．13
　　　　　　＝λz｝．、一（λ十s）乙．13
に変換する。ここにλ＝θ一sである。ついで右辺の第2項（投資関数の
第2項）の係数を，所得の測定単位の変更によってλ＋1に変更するが，
第1項の係数はこれによって影響は受けない（p．172，last　par．）。こう
して得られた「3次カオス動学方程式」
　　（9）　島＝λZ＿1一（λ十1）Z≧＿13
が，以下の分析の対象とされることになる1》。
　ここで注意すべき点は，まず，通例のカオス理論でよく用いられる単
峰型の非線形差分方程式，Zl＝ωZ；一、（1－Zl－1），ω＞0，とは異なり，
（9）は3次項をもつために，その位相図は1個つつの谷と峰をもつこ
とである（以下の図2参照）。また以下で分析されるZ；は（7）によっ
て定義された継続する期間の国民所得rの変化分であり，正もしくは
負の乙は次期のyの増加もしくは減少を示すことである。したがって
rの動向をみるためには，初期値のγに以後のZを累積的に加算し
ていかなければならない（Puu，　p．184，　par．3）。
　では，位相図による（9）の分析を考察することにしよう。
注
1）　（8）の両辺にαを乗じて整理すれば，
α乙＝λαZレー［（λ十∫）／α2］（αZ；一、）3
　となる。ここでα＝（λ＋5）ノ（λ＋1）とし，α湯とα2ち．1をあらためて多とZ；一疋
　と表すことにすれば，（9）が得られる。
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II　3次カオス動学モデルの分析
1．予備的考察
　さて，3次動学方程式が最終的に（9）とされたのは，その軌道が区
間［一1，1］内に閉じ込められるようにするためである（p．173）。
すなわち，3次関数
　　（10）万（Z）＝λ2L（λ＋1）Z3
が，点（一1，1），（0，0），および（1，一1）を常に通るように
しておくためである。このことは，弄（一1）＝1，ゐ（0）；0，および
万（1）＝一1となることから明らかである。
　（9）の均衡解Zは，（9）において
　　（11）　乙＝Z；＿1＝Z
として求められる。位相図では，（9）と（11）の交点として求められ
る。（10）の3次曲線についてみれば，（11）に対応する
　　（12）　弄（Z）＝Z
との交点として求められる。（11）と（12）は，点（一1，一1）と点
（1，1）を結ぶ対角線となる。
　次に進む前に，（10）について検討しておこう。その形状は以下の図
2のようになる。まず導関数は
　　（10a）　ノ’え（Z）＝λ一3（λ十1）Z2
であり，原点（0，0）における勾配は
　　（10b）　∫’λ（0）＝ノ【
である。λ≦1では，3次曲線（10）が対角線（12）と原点以外で交わ
ることはないから，交点は原点のみとなる。1＜λでは，（10）と（12）
の交点は原点の他に，原点の左下（区間［一1，0］）と右上（区間
［0，1］）にも存在する。以下で問題となるのは，原点を除くこれらの
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2個の不動点である。
　これらの不動点は（10）と（12）より，
　　（13）　Z＝±　（λ一1）／（λ十1）
として求められる。また，それぞれの不動点における曲線の勾配は，
　　（14）　　ノ，’λ（Z）＝3－2／i
となる。
　次に（10）の峰（極大点）と谷（極小点）についてみよう。（10
α）；0より，
　　（15a）　　Z＊＝±（1／π）　λ／（λ十1）
における，
　　（15b＞　万（Z＊）八二（2／1／3お一）　λ／（ノ1十1）
　　　　　　　　＝±（2λ／3π「）　1／（1十1／λ）
としてそれらは求められる。これより，λの増加につれて峰は上昇し
ていき，谷は低下していくことがわかる。
　以上から知られるように，3次曲線（10）は原点に対して完全に対称
的である。このために，（9）および（10）に関するPuuの分析は，峰
と谷の両局面が関わりをもつに至るまで，もっぱら峰をもつ局面につい
てなされる。その考察に進む前に，以下のすべての分析の対象領域につ
いてみておこう。
　（10）の極大・極小値は（15b）によって与えられるから，曲線（10）
が区間［一1，1］内に存在しうるためには，
　　（16）　　一1＜プ三（Z＊）く1
すなわち，
　　（16a）　　1プ三（Z＊）　1＜1
でなければならない。これより，4λ3－27（λ十1）〈0となるが，左辺
はλ＝3のときゼロ，λ＞3では正，そしてλ＜3では負となる。した
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がってλ＜3であれば曲線（10）は区間［一1，1］内に留まり，後に
みるように，2つの局面での事態の進行は完全に対称的である。λ＞3
では峰と谷は区間の外に飛び出すことになり，Zが発散する場合も起
こりうる。また境界的なλ＝3では，峰と谷は区間の境界線上にあって，
全区間におよぶカオスが生起することになる。したがって位相図による
以下の分析は，主としてλ〈3の場合について行われることになる。で
は，Puuの分析の考察に進もう。
2．不動点と軌道＝周期的循環とカオス
（1）不動点と倍周期循環
　ここではλ＜3とされるから，図2（Puu（1993），Figs．2，3，4and　5）
に示されているように，（9）によって決定される乙の軌道は，点（一
1，1），（1，1），（1，一1），および（一1，一1）を結ぶ正方形
の内部に留まる。横軸には各．1，縦軸には乙が測られており，曲線
（9）と，均衡条件（11）としての（一1，一1）と（1，1）を結ぶ
対角線が描かれている。不動点（均衡点）は曲線と対角線の交点によっ
て示される。図示されてはいないが，λ＜1であれば曲線は左方から右
方に上側から対角線と原点（0，0）で交わり，不動点は原点の1個の
みである。不動点が安定であるためには，その点における曲線の勾配の
絶対値く対角線の勾配でなければならない。この場合の不等式の左辺は
（10b）によりλであり，右辺は1であるから，定義によってこの場合
の不動点は安定である。
　興味ある現象が起こるのは1＜λとなる場合である。図2には，1個
つつの谷と峰をもつ曲線として（9）が描かれているが，それらはすべ
て原点の下側から対角線と交わるとともに，他の2点でも交わっている。
この場合には原点は不安定になる。任意の初期値（横座標）から出発し
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て，以後の乙が進む経路は，多くのカオス理論のテキストにみられる
ように，対角線を利用して辿っていくことができる。すなわち，横座標
のZから曲線上の点の縦座標として次期のZが求められ，これは対角
線を利用して横座標に移され，これによって次々期のZが求められ，
…と進んでいける。曲線（9）は原点に対して対称であり，後にみるよ
うにλがある値に達するまでは，Z｝の軌道も同様である。すなわち図
2にみられるように，Zの初期値が区間［一1，0］内にあれば，以
a　　　F㍑θ4ρoゴ％乙λニ1．9 b　　　A2一の7cZ6．λ＝2．1
c　　　／1、4一｛ッcZ8．λニ2．25 dL　　Aっ霧8一の声de．λ＝2．295
図2
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後のZもそこに留まり事態は左下の負象限で進展し，初期値が区間［0，
1］内にあれば，軌道もそこに留まり事態は右上の正象限で進展する。
このため当面は正象限についてのみ分析される。
　さて，不動点（均衡点）が安定であるための上述の条件（もちろん，
それは全区間［一1，1］について妥当する）についてみると，ここで
の不等式（16α）の左辺は（14）によって与えられるから，
　　（17）　　　｝3－2λ　1〈1
となる。‘ｳらにこれは簡単に
　　（17a）　　λ＜2
となる。1＜λ＜2であると，図2aに示されているように，区間［一1，
1］内のどこに初期点があっても，2個の安定な不動点のいずれかに到
達する。不動点に到達したZは，毎期その値を維持するから1周期循
環である。
　しかしλ＝2となる臨界点で周期分岐が起こり，2個の不動点とも不
安定になって，2＜λでは，それぞれの交点（曲線と対角線の）の近傍
の2つのZの間を交互に循環する安定な2周期循環が現れる。図2bに
はλ＝2．1の場合の正象限での2周期循環が示されているが，負象限で
も対称的に同様の循環が生起する。初期点が区間内のどこにあっても，
いずれかの安定循環，すなわちアトラクターに引き込まれる。
　さらにλが増加するとそれぞれの2周期循環は不安定になって，安
定な4周期循環が現れる。図2cにはλ＝2．25の場合のそれが正象限に
描かれている。λの増加はやがて4周期循環を不安定にし，安定な8周
期循環を生起させるに至る。λ＝2．295の場合のそれが図2dの正象限に
示されている。さらにλが増加していくにつれて倍周期分岐が加速して
進んでいくことは，通常の単判型の場合と同様であるが，ここでの3次
カオス動学モデルでは，周期分岐が正象限と負象限で対称的・平行的に
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進行することに注意すべきである。
（2）局面内カオスと局面間移転カオス
　また，λの増加とともに倍周期分岐も加速し，やがてカオスが現れる
ことも大峰型と同様であるが，ここではλ＝2．302の近傍（いわゆる
Feigenbaum　point）で最初のカオスが生起するとされている（p．175，
par．3）。初めのうちは，カオスはそれが現れた象限（正もしくは負の）
の内部に留まっているが，λがある値に達すると，単峰型では定義的に
起こりえない興味あるカオス現象が現れることが示された。図3
（Puu，　Fig．6）にはλ＝2．59の場合の正象限におけるカオスが示されてい
る。これは前者の場合であり，初期点が区間［0，1］内のどこにあっ
てもカオス軌道はこの象限の内部に留まる。初期点が区間［一1，0］
内にあったとすれば，負象限に留まるカオスが現れたであろう。
　これまで考察してきた，さまざまな偶数周期の循環やカオス動態は，
すべてZの初期状態に依存して，いずれか一方の象限内で生起する。
正象限でのZの変動は変動しつつも増加していくyを生み出すから，
この象限は「成長局面」といえる。これに対して負象限での動態は変動
C物σoε．λ＝2．59
　　図3
Sφ∫”ozyθ監λ＝2．6
　　図4
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しつつ減少していくyをもたらすから，これは「後退局面」というべ
きである。したがっていずれかの局面に限られる動態，特に後退局面に
限られる動態は疑問視されよう。1つの解決法は，外生的ショックによ
って一方の局面から他方の局面へ転換されるとすることであろう。
　この点でも興味あるカオス現象が，λ＝2．6の場合の図4（Puu，　Fig．
7）に描き出されている。これによって初期点が全区間のどこにあろう
とも，生起するカオス軌道は正象限から負象限に，あるいは負象限から
正象限にスピルオーバーすることが明らかにされた。ここでは事態は成
長局面から後退局面に，そしてまた成長局面にと，局面転換を伴いつつ
カオス的動態が進展する。なお，Puuは，正象限にのみ留まる事態を
「成長」といい，正と負の両象限間のスピル四一バーを伴いつつ進展す
る事態を「循環的（cyclica1）」と呼んでいる（p．176）。しかし後者は
「局面転換」というべきであろう。
　次にPuuは，いずれかの1局面に留まるカオスから，2局面にまた
がるカオスへの移行が現れる条件を検討している（pp．175（last　par．）一
176）。この移行が現れる臨界的な場合は，3次曲線の極大点（正象限の
頂点）あるいは極小点（負象限の底点）から対角線を経て到達する曲線
の点が，横軸（21＝0）上に存在する場合である，とされる。いいかえ
れば，極大値もしくは極小値となったZによって決定される次期のZ
がゼロになる場合である。Puuは明記していないが，ここに示してお
こう。曲線（10）は，すでにみたように，
　　（15a）　　Z＊＝±（1／π「）　λ／（λ十1）
において極値
　　（15b）弄（Z・）ニ±（2λ／3π「）而
をもつ。問題の臨界条件は，これによって決定される（10）の値五
（・）がゼロになること，すなわち
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　　（18）系〔弄（Z＊）］＝0
が成立することである。
　したがって，極大のZによる次期のZがマイナスになるか，極小の
Zによる次期のZがプラスになると，他方の局面にスピルオーバーす
ることになる。ついでPuuは，そのような臨界的な場合を生起させう
るλの値を導出している。
　臨界条件については上述したから，ここでの問題は，まず曲線（10）
と横軸（Z｝＝0）との交点，すなわち（10）におけるλZ一（λ＋1）
Z3；0の2根を考えることである（原点のZ＝0は除かれる）。それら
は
　　（19）　Z＝±v而「
となる。Puuは，条件（18）が成立することは極値（15b）と根（19）
が同値になることであるとして，臨界条件を
　　（20）　　λ＝3》「3一／2≒2．5981
として示している。λがこの値を超えると，事態は成長（あるいは後
退）局面から後退（あるいは成長）局面に移行して進展することになる。
（3）6周期循環からカオスへ
　あらゆるカオス・モデルと同様に，このモデルにおいても，カオス領
域の中で「ウインドウ（窓）」が開いて規則的な周期循環が現れること
が示された。これは正負いずれか一方の象限で現れることもあれば，双
方の象限で現れることもあるとされている（p．176，last　par．）。特に注
目すべきは，偶数と奇数のあらゆる周期の循環を含む本格的なカオスに
導くのは，通例のロジスティック方程式の単判型モデルでは3周期循環
の出現であるが（象徴的な題名の論文，Li　and　Yorke（1975）を想起
されたい），3次カオス動学モデルでは6周期循環の出現であるとされ
ることである（ibid．）。図5（Puu，　Fig．8）には，λ＝2．7の場合の規則
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02rdεγ猶εgα盛”θ6．λニ2．7
　　　　図5
C距αo∫瓢β9α伽θ4．λ＝3．0
　　　図6
的な6周期循環が描かれている。Zの初期値が区間［一1，1］内の
どこにあっても，最終的な軌道はこの6周期循環になる。
　さらにλが増加すると，あらゆる周期の循環を含む本格的なカオスが
生起するに至る。図6（Puu，　Fig．9）には，λ＝3の場合のカオスが描
かれている。ここではカオス軌道は全区間に広がっていることがわかる。
すでに指摘したようにλが3を超えると，曲線の峰と谷は区間の外に
出て，乙は間もなく発散する（この点についてはPuu，　pp．177（par．
3）一8，and　Figs．10　and　11参照）。
3．周期分岐，安定性とリアプーノフ指数
　次に，パラメータλの増加に伴う周期分岐とカオス発生に至る状況
と，周期循環の安定性に関するPuuの分析（pp。178（par．2）一80（par．
3））をみよう。図7（Puu，　Fig。12）の上側には，カオス理論では標準
的な「分岐図」が，3次カオス動学モデルについて描かれている。ここ
での周期分岐は正象限と負象限において対称的に生起するから，分岐図
は単峰型モデルのものと異なり，水平軸（Z＝0軸）の上（プラス）側
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と下（マイナス）側は対称的である点に注意すべきである。
　λ＜1では，不動点はZ＝0の一個であるが，λ＝1においてそれは
不安定になるとともに，不動点は正負の2個に分岐する。そしてλの増
加につれて，それぞれの絶対値は全く対称的に増加していく。λ＝2に
おいて2個の不動点はともに安定性を失うと同時に，それぞれ安定な2
周期の循環に分岐する。そしてλの増加とともに各循環の振幅は増加し
ていくが，やがて2周期のそれぞれの循環は不安定になるとともに，安
定な4周期の循環に分岐する。このようにプラス側とマイナス側で対称
的に倍周期分岐を繰り返していくうちに，ついにカオスが現れる。初め
はそれぞれ正象限も．しくは負象限の内部に留まっているが，λ≒2．598
においてスピルオーバーが起こる。さらにλが増加して，ほぼ2．7のと
ころでウインドウが開き，安定な6周期循環が現れてから，ついにあら
ゆる周期の循環を含むカオスに至る。
　これらの事態はすでに考察してきたことであるが，この分岐図によっ
てさらに明確になったであろう。また6周期循環が現れるウインドウ以
外に，多くのウインドウがあることも確認される。
　また図の下側には，縦軸にリアプーノブ指数（Lyapunov　expo・
nent）五が測られている。その符号によって，λに対応する不動点や周
期軌道が安定か否かを判定しうる。次にこれについて考察しよう（Puu
（1993），p。180：図の下側とこのページはPuu（1989）には無く，ここ
で新たに加えられた）。まず，リアプーノブ指数は
　　（21）五（為）一期答1・1鉦（鋸1）1
として定義される。
　安定な不動点や周期軌道が存在しているかぎり，この指数ノ1はマイナ
スである。しかしλの増加によって不動点や周期軌道が安定性を失って
他の安定なものに分岐することに，指数はゼロになる。そしてカオスが
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図7
生起して安定性が全く失われているところでは，指数はプラスになる。
これらのことは，図の上側の分岐曲線とリアプーノブ指数曲線とを見比
べれば容易に理解しうる。
　λく1ではゼロの不動点は安定であり，指数曲線は負領域にある。
λ＝1でその不動点の安定性は失われて，2個の安定な不動点に分岐す
るが，ここで指数曲線は五＝0線に接している。λ＝2において，それ
らの不動点が不安定になり，安定な2周期循環に分岐するが，指数曲線
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はここで再びノ1＝0線に接する。さらにλの増加につれて，安定な4
周期循環，8周期循環へと分岐する各回で，指数曲線はZ【＝0線に接し
ている。そしてさらに進んでカオスが現れると，指数曲線はほとんど正
領域に留まっている。しかしウインドウが開いて安定な周期軌道が現れ
ているところでは，指数曲線は負領域に落ち込んでいることが認められ
る。
　カオス領域についてのPuuの分析結果は次のとおりである（p．180，
par．3）。正負の両局面問のスピルオーバーが起こるまでは（λ〈2，598），
カオスは正もしくは負の局面の内部で相互独立に進行する。その中で次
のようなλの近傍でウインドウが開き，安定した周期循環が現れる。す
なわち，λ＝2．335で6周期，λ＝2．395で5周期，λ＝2．445で3周期の
循環が生起する。そしてスピルオーバーが起こってから，λ＝2．7で6
周期，λ＝2．829で4周期，そしてλ＝2．295で再び6周期の循環が現れ
る，とされている。それらのλのところで，リアプーノブ指数曲線は
必ず負領域に突入していることがわかる。
III貯蓄一消費関係の一般化モデル
　これまでのモデルの重要な構成要素の1つの消費関数（4）は，前期
の貯蓄はすべて今期に消費されるとする想定を含むものであった。すな
わち，（3）においてε＝1とされた。このために乙の動向を決定する
（8）したがって（9）は，Zの定義式（7）から独立した1本の式と
して扱うことができた。Puuはここで（3）に関して一般化し，0〈
ε＜1を想定して，これまでのモデルを一般化して興味ある諸結果を引
き出している。では，Puuの分析を考察することにしよう（以下は
Puu（1993），　Section　5，特に5．3（pp、196－201によるが，　Section　5も
Puu（1989）にはなく，新たに追加された部分である）。
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1．貯蓄一消費関係の一般化モデル
　投資関数はこれまで同様，（1）が用いられるが，消費関数は
　　（22）　　C¢＝（1－s）呂＿1一トεsyヒ＿2；　0＜ε＜1
とされるから，以前の（9）は
　　（23）　　乙＝ノIZ＿1一（λ十1）Z≧＿13一σK＿1
となる。ここにσ＝（1一ε）sであり，以前と同じくλ＝θ一sである。ま
た呂一1は定義式（7）より，
　　（7　a）　　｝を＿1ニ｝㌔＿2十2；＿2
として与えられる。
　ここでは0＜ε＜1を想定しているために，以前のように（23＞を独
立したものとして扱うことはできず，（7a）と（23）とはフィードバ
ックによる相互依存の関係にある。したがって（呂，乙）空間を考え
ねばならなくなる。しかしε＜1であるかぎり，εの値によって結果が
影響を受けることはないとされている（p．189参照）。またσ＝（1一ε）s
は将来にわたって全く消費されない割合であり，Puuはこれを「永久
貯蓄率（the　rate　of　eternal　saving）」と呼んでいる（p．189）。すでに
指摘したように，通例のモデルではε＝1であり，貯蓄はすべて消費さ
れないと想定されている。
　さて，（7a）と（23）を同時に考えることは分析を困難にするから，
PuuはZl一、から呂へのフィードバックは遅いと想定して，（23）』ﾌみを
扱えばよいように工夫する（p．196）。すなわちyは遅い変数（slow
variable）であり，　Zは速い変数（fast　variable）であると想定し，
（23）の右辺の第3項を一定のパラメータであるかのように処理して，
　　（24）　μ＝σy｝＿1
とされる。すると（23）は
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　　（23a）　2を＝！そ21＿1一（λ十1）乙＿13一μ
となり，3次関数
　　（25）　強μ（Z）＝λZ一（λ十1）Z3一μ
による反復写像
　　（26）　　Z≧＝ノ三μ（乙＿1）
となる。
2．成長局面と後退局面の非対称性
　ここでまず問題とされるのは，以前の（9）に定数ないし自生
（autonomous）項が追加されて（23a）になったために，以前の不動点
や乙の動態はいかなる影響を受けるか，である（p．197）。3次関数
（10）の不動点Zは（13）で与えられたが，現在のモデルの不動点は，
以前の不動点との差をzとして，
　　（27）　　Z’＝±　　（λ一　1）／（λ十1）　十2
として示される。現在の3次関数（25）の不動点は，（26）において
乙＝乙＿、＝Zとなることから，
　　（28）　（λ一1）Z一（λ十1）Z3一μ＝0
で与えられる。これに（27）を代入し，微小となる2の高次項は無視
して，
　　（29）　2（λ一1）g≒μ
が得られる。
　（29）からの帰結として，不動点存在の条件（λ＞1）が成立するか
ぎり，現在のモデルの不動点は以前の不動点から定数項μと同じ方向
に移動することになる，とされる。また，（25）を微分して（27）を代
入し，Zの高次項を無視すれば，
　　（30）　　1～プ≒3－2λ＝Fv〆て面「2
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が得られる。これと以前のモデルの（14）との比較からわかるように，
一定のλのもとでμが増加するにつれて，不動点における（25）の勾配
の絶対値は，一方（正象限）では増加して不安定化の効果を，他方（負
象限）では減少して安定化の効果をもつとされる。そしてこのことは不
動点をめぐる周期軌道についても等しく妥当するとされる（p．197，last
parJ。こうして位相図の正象限（成長局面）と負象限（後退局面）の
動向は非対称的なものになる。
　定数項μは，ε＝1したがってμ＝0の場合の元のモデルの位相図に
おける対角線（Z＝乙一1＝Z線）をシフトさせるように作用することを
シミュレーションによって示せば，以上のことが確認される。Puuは，
λ＝2．2のもとでμが0．04あるいは0．1になる各場合について位相図を示
している。μ＝0．04の場合の図8a（Fig．32）では，正象限（成長局面）
と負象限（後退局面）との不動点は対称的でなく，それぞれ異なる周期
の循環が認められる。またμ＝o．1の場合の図8b（Fig．33）では，負象
限には安定な不動点が存在しているのに，正象限ではカオスが発生して
いることがわかる。このような非対称性は，定数項μ（＞0）の存在に
a λ＝2．2，μ＝α04 b λ＝2．2，μ＝0．1
図8
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よって元のモデル（μ＝0）の対角線が下方にシフトしたことによるも
のであることが理解できる（p．198，par．1参照）。
　同様に，μ〈0となると元のモデルの対角線が上方にシフトしたもの
になると考えうるし，Puuは以下の分岐図ではμ〈0の領域も分析の対
象としている。しかしμが負となる場合の経済学的説明は与えられて
いない。μは前期のrからの永久貯蓄σy高であるから，例えば過去の
永久貯蓄からの支出や政府の財政支出を想定して，それらをGとし今
期の永久貯蓄との差をあらためてμで表すことにして，ここで
　　（24a）　μ＝σy；＿1－G
と再定義しておけば，以下のPuuの分析もより理解し易いものとなろ
う。すなわち，Gが永久貯蓄を下回ればμ＞0，逆であればμ＜0，そ
して両者が等しければμ＝0となる。
　ところで，局面間のスピルオーバーがない場合の元のモデルの位相図
（例えば図2）では，正象限での動向のみが考察された。というのも，
そこでは両局面の乙の動向は全く対称的であるからである。しかしμ≠
0の一般的モデルでは，両局面の動向は対象的でなく，初期条件が正象
限にあるか負象限にあるかによって，その後システムが進む軌道は全く
異なるものになりうるのである。
3．貯蓄パラメータμの変化と局面転移およびカオス
　次に分岐図を用いて，さちに興味ある問題が解明される。現在のモデ
ルのパラメータはλとμの2個であるから，λが固定されて，区間［一〇．
5，0．5］で変化するμを横軸に，それに応じて変化するZを縦軸に示す
分岐図9（Puu，　Figs．34－37）が描かれる。
　この分岐図の上側でも下側でも，μの絶対値が小であると1個の安定
な不動点が存在するが，μの絶対値の増加につれて倍周期分岐が進み，
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やがてカオスが生起するに至ることがわかる。ここではμが正方向に増
加していく場合にも，負方向に減少していく場合にも，倍周期分岐を経
てカオスになるのである。以下との関連で重要な点は，カオスへの道程
と反対方向に，μ（＜0）が増加していく場合（図の上側）にも，μ（＞
0）が減少していく場合（図の下側）にも，μがある値に達すると安定
な不動点が存在しなくなることである。そして一定のμのもとで一方の
安定な不動点が消滅しても，なお他方には安定な不動点や周期軌道，あ
るいはカオスが存在していることである。
　Puuは，安定な不動点が特定のμのもとで消滅するのは，3次曲線
モデルに「転換点（turning　points）」が存在するためであるとしている
（p．199，1ast　par．）。このことは位相図（図8）でみれば明かである。μ
が正で十分に大であり，原点の下方を通る対角線が3次曲線と正象限で
交わる点における曲線の勾配く一1であれば，その不動点は不安定であ
る。μの減少によって対角線が上昇し，交点における曲線の勾配が一1
を上回るようになれば不動点は安定になる。μがさらに減少していくと，
周期分岐を経てカオスに至る。こうして図9の上側（正領域）の分岐図
が描かれる。いまカオス領域にある負のμが増加していくものとすると，
ある点で1個の安定な不動点が現れる。さらにμが増加してある値に達
すると（位相図の対角線との正象限の交点における曲線の勾配が一1を
下回ると），安定な不動点は消滅する。同様に，μが負で十分野小であ
り，原点の上方を通る対角線が3次曲線と負象限で交わる点の曲線の勾
配く一1であれば，その不動点は不安定である。μの増加によって対角
線が下降し，交点における曲線の勾配が一1を上回ると不動点は安定に
なる。μがさらに増加していくと，周期分岐を経てカオスに至る。こう
して図9の下側（負領域）の分岐図が描かれる。いまカオス領域にある
正のμが減少していくものとすると，ある点で1個の安定な不動点が現
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れる。さらにμが減少してある値に達すると（位相図の対角線との負象
限の交点における曲線の勾配が一1を下回ると），安定な不動点は消滅
する。
　Puuは分岐図9に原点を通る点線を描き加え，この点線と安定な不
動点の経路との接点が転換点であるとしている（ibid，）。（すなわち，上
下の実線と点線で構成される逆S字形の曲線の2個の「折れ曲がり
（fold）の点」が，このモデルの転換点である。この曲線は本来のカタ
ストロフィー理論のものではないが，次にみられるような意味から，こ
れらの転換点は，カタストロフィー理論的に，「フォールド・カタスト
ロフィー（fold　catastrophe）の点」と呼んでもよいであろう。）
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　図9には，一方の転換点の位置と他方の分岐図との相対関係について，
4つの異なるケースが描かれている。すなわち一方の転換点が，図9a
（Fig．34）と図9b（Fig．35）では他方の安定な不動点もしくは周期軌道
の真上あるいは真下に存在しており，図9c（Fig．36）では他方のカオ
ス領域の真上あるいは真下に存在し，図9d（Fig．37）では他方のカオ
ス領域の内部に存在している。
　では，それぞれの転換点の位置はいかに決定されるのであろうか。ま
たそれぞれ1個の安定な不動点が安定性を失って，2周期解に分岐する
点（最初の分岐点）についてはどうであろうか。これらのことを明らか
にすることは，分岐図が図9のようになることの解明にもつながる。こ
こでPuuの分析をみることにしよう。
　Puuはまず，転換点におけるμFと乙を次のようにして求めている
（pp．200－1）。（なお，　Puuの記号に添え字のFは無いが，本稿の後の
展開との関連で，fold　catastropheの点を示すためにFをつけておく。）
すなわち，（28）をμの式に直し，伽／4Z＝0から
　　（31）　　2ひ血豆　　（λ一1）／3（λ→一1）
を求めて，これを（28）に代入して
　　（32）　μF＝±（2／3）　（λ一1）3／3（λ十1）
を得ている。
　（32）と（31）からわかるように，λ＝1ではμF＝乙＝0であるが，
λ＞1では，転換点は正象限（μ＞0，Z＞0）と負象限（μ〈0，　Z＜
0）に存在する。そしてλの増加につれて，μFと乙の絶対値はともに
増加する。すなわちλの増加とともに，正象限の転換点は右上方に，負
象限の転換点は左下方に移動する。
　次に不動点が安定性を失って2周期解に分岐する条件が考えられる。
（25）の不動点は（28）に示されているが，これらの不動点が安定性を
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失うのは，（25）の勾配の絶対値が1（シフトした対角線の勾配）に等
しくなるときである。すなわち，げ／4Z＜0であるから，
　　（33）　げ／彪＝λ一3（λ十1）Z2＝一1
となるときである。これより，最初の分岐点の乙とμ8は，
　　（34）　　Z∋＝±1／湾
となり，これを（25）に代入して
　　（35）　μB＝・±2（λ一2）／3語
となる。（Puuの記号には添え字のBは無いが，ここではbifurcation
を示す意味でBをつけておく。）
　Z』は一定であるが，μ8はλに依存し，分岐点は，λ＜2では，第4象
限（μ〈0，Z＞0）と第2象限（μ＞0，　Z〈0）に存在する（図9a
＆b）。そしてλの増加につれて，それぞれの分岐点はZ軸に近づいて
いく。λ＝2のとき2個の分岐点はZ軸上に現れる（図9c）。そしてλ＞
2では，分岐点は第1象限と第3象限に存在する（図9d）。要するに，
λの増加（減少）につれて，分岐図の上側の分岐点は右（左）方向に移
動していき，下側の分岐点は左（右）方向に移動していく。
　また，一方の転換点が他方の最初の分岐点の真上もしくは真下に現れ
る条件は，（32）のμFと（35）のμ8が一致することであるとされ，高次
項は無視して
　　（36）　　λ＝5／3
とされている。したがってλがこの値を超えると，一方の転換点が他方
の分岐域の真上もしくは真下に現れることになる。
　さて，μの変化とともに一方の安定な不動点経路上を進んできた経済
システムが，転換点に達したものとすると，その後の動向はいかなるも
のになるであろうか。この興味ある動向を，Puuは次のように分析す
る（p．200，par．2）。すなわち，ここで安定な不動点は消滅するから，
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経済システムは真下あるいは真上の他方の経路に飛び移らねばならない。
（Puuはこれをjumpという語で表現しているが（p．200，　par．2），これ
は正にカタストロフィー的ジャンプ（catastrophic　lump）というべき
であろう。）その行き先は，図9aでは安定な不動点経路，図9bでは安
定な4周期循環であり，図9cではカオス領域である。しかし図9dでは，
一方の転換点が他方のカオス領域の内分に存在するために，ジャンプす
ることなく一方式安定経路から他方のカオス領域に進入していくことに
なる。
　以上，Puuの一般化された3次カオス動学モデルを考察してきた。
指摘したように，分岐図における2個の転換点をもつ逆S字形曲線は，
カタストロフィー理論のフォールド・カタストロフィー曲線に類似した
ものである。上述のように，一方の（成長局面もしくは後退局面の）安
定な不動点経路上を，μの変化とともに連続的に進んできた経済システ
ムが転換点に達するや，他方の局面に不連続的にジャンプする振舞いは，
正にフォールド・カタストロフィー現象といってよいであろう。Puu
のモデルがフォールド・カタストロフィー・モデルと異なるのは，転換
点からのジャンプによる到達点が，安定な1個の不動点のみでなく，さ
まざまな周期の循環軌道やカオスもありうることである。この点に関連
して，すでに指摘したように，かつてカタストロフィー理論の創始者
Thomが，複雑な分岐現象と結びついたカタストロフィーを称して
「一般化されたカタストロフィー（generalized　catastrophe）」と呼んだ
ことが，興味深く思い起こされよう。
　Puuは，それぞれ一定のλのもとで自由に変化するμを想定して，
4枚の分岐図（図9）を示したが，その分岐図にもう1本のλ軸を加え
て，（μ，λ，Z）空間にカスプ（cusp）・カタストロフィー・モデルに
類似した曲面を構成することができよう。このような考えによって，次
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にPuuモデルをカスプ・カタストロフィー・モデル的に再構成して，
複雑な経済動態分析の素描を試みることにしよう。
IV　Puuモデルのカスプ・カタストロフィー的再構成
　　カタストロフィーとカオス
　Puuによって作成された4枚の分岐図（図9）では，それぞれ一定
のλのもとでμが変化するものとされていたが，その基礎には，（7
a）で示された乙．1から呂へのフィードバックは遅いとして，y’を遅
い変数としZを速い変数とする想定があった。そこで乙一2が決定され
ると，やがてy；一1が決定され，ついで今期の永久貯蓄σ｝勾が決定され
てμが変化することになる，とされていたように考えられる。しかし
（24）によって定義されたμは，以後は任意のパラメータとされた。
　ここではPuuの分岐図にλ軸を加えて，　Puuのモデルをカスプ・カタ
ストロフィー・モデル的に再構成しようとするわけである。（なお，カ
タストロフィー理論の基礎的解説については，小野（1995b）を参照。）
したがって以下では，（24a）によって再定義したμを速いパラメータ
（コントロール変数）とし，技術的・慣習的なパラメータλ（＝θ一S）
を遅いパラメータと想定することにする。Puuの分岐図にλ軸を加えた
（μ，λ，Z）空間の3本の軸の交点では，μ＝0，　Z；0であるが，λ＝
1である。λ軸を手前に進むとλが増加していくように図10が描かれて
いるが，この曲面のλ＝1．50における断面図が図9aであり，λ；1．85に
おけるそれが図9b，λ＝2．00のそれが図9c，そしてλ＝2．15の断面図が
図9dとなるわけである。（なお，図10はPuuのFigs．34＆36を利用し
て合成したものである。）
　すでにみたように，所与のλのもとで，μの変化とともに一方の局面
の安定な不動点経路上を進んできた経済システムが転換点に達し，カタ
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ストロフィー的ジャンプを経て他方の局面に突入する場合，λの値によ
って4つのケースがありうることは，Puuによって分析された。しか
しPuuの定義（24）ではμ＝σ｝㌃＋1であり，｝㌔一1＞0であるからμは非
負である。したがって第1象限（成長局面）から第4象限（後退局面）
へのジャンプは起こりうるが，第4から第3象限への移動，そして第2
象限へのジャンプは起こりえない。そこでPuuはμを任意のパラメータ
と想定したのではないかとも考えられるが，その理由は述べられていな
いし，またいかにしてμが負となりうるのかも不明である。そこで本稿
ではμを（24a）として再定義したわけである。
　さて，成長局面（第1象限）から後退局面（第4象限）にカタストロ
フィー的にジャンプしてZが負になると，やがてyも減少していき，
Gが十分に大であればμは負になって，事態は第4象限から第3象限に
移行するであろう。そして下方の転換点に達すると，第2象限（成長局
面）にカタストロフィー的にジャンプし，Zは正になる。やがてyし
たがってμは増加していき，再び第1象限から第4象限へのカタストロ
フィー的ジャンプを経験することになる。一方の局面における転換点か
らカタストロフィー的ジャンプによって他方の局面に移行する場合，す
でにみたように，λの値によって4つのケースがありうる。これまでは，
（24a）によるμの再定義という点を除けば，　Puuのモデルによる分析で
ある。
　さらに興味があるのは，事態の進展につれてパラメータλが変化する
ことを考慮にいれるモデルである。Puuモデルでは，λ（＝θ一s）は技
術的な加速度係数と慣習的な貯蓄性向の差であり，Zしたがってyの
変化から独立であると想定されている。ここで，J．　M．　Keynes（1936）
によって重視された企業家たちの「アニマル・スピリッツ（animal
spirits二血気）」の概念を導入しよう（なお，この概念については，小
　90
　　　　　　3次カオス動学モデルおよびカスプ・カタストロフィー・モデル的再構成
野（1997），pp．84－9，　p．102L（par．2）参照）。企業家たちのアニマル・
スピリッツの状態（水準）を4とすると，パラメータ〃は技術的に一
定であるとしても，Aが強大（弱小）になるほど，投資性向は大（小）
になると想定される。そして且は，成長局面でZ＞0となってyが増
加するにつれて増進し，後退局面でZ＜0となってyが減少するにつ
れて萎縮していくであろう。したがって問題のパラメータを改めて，
　　（37）　　λ＝λ（（o－s），ノ1）
として示し，
　　（38）　△A＝φ（Zl＿1，】ゆ
z λ＝1
μ＝O
y＝0
・C
?
9， 98f
4ρ9
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．！
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●●L????
λ＝2．00
?
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とすることにしよう。以下では，図10のλ軸にはこのλが示されている
ものとする。
　いま，経済は成長局面にあって，1個日安定な不動点均衡経路を進ん
でいるものとしよう。Z＞0でyは増加していくから，　Aは増進しλ
も増加していく。したがって事態は図10の曲面（カスプ・カタストロフ
ィー曲面）の上面を斜め手前に進んでいく。そしてその縁に達し，それ
を超える瞬間にカタストロフィー的に下面にジャンプする。これこそ正
に景気の崩壊である。しかし初期状態のみが低位でλも小であり，その
後のAの増進もそれほど大でなければ，Zの減少幅もそれほど大でな
く，行き先も安定な不動点均衡経路であろう。景気崩壊に至るまでの
Aの増進が大きくλも大になると，景気崩壊によるZの減少幅も大にな
り，到達先も安定なさまざまな周期軌道であったり，カオスであったり
する。あるいはまた，カタストロフィー的ジャンプなしに後退局面のカ
オスに陥るかもしれない。いずれにせよ，景気後退局面に陥って，企業
家たちのアニマル・スピリッツは萎縮するであろう。他方，Zは負で，
やがてyも減少していき，μ（＞0）も減少し始めるから，経済は遅か
れ速かれ1個の安定な不動点均衡経路を進むことになろう。しかしこの
場合，Aの減退によってλも減少していくから，経済は図10の局面の下
面を斜め後方に進んでいく。そしてGが十分に大でμが負になって，
さらに減少していき下方の転換点（曲面の縁）に達すると，経済はカタ
ストロフィー的ジャンプによって成長局面に移行する。景気崩壊後の
・4の減退がそれほど大でなく，λも高水準に留まっていたとすれば，カ
タストロフィー的ジャンプなしに成長局面のカオスに突入するかもしれ
ない。あるいはジャンプして達した事態はカオスやさまざまな安定周期
軌道であるかもしれない。しかし景気崩壊後のみの減退が大でλも大き
く減少すると，カタストロフィー的ジャンプによる景気回復に伴うZ
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の拡大幅も小となろう。
　こうして，経済が景気上昇局面（成長局面）に移行すると，初めはμ
は負で，事態はカオスあるいは安定周期軌道であったとしても，Zは
正でγも増加していくから，やがてμも増加していき，経済は1個の
安定な不動点均衡経路を進むことになる。他方，五は増進しλも増加し
ていくから，事態は再び前述のように進行する。すなわち経済は，景気
上昇期にはカスプ・カタストロフィー曲面の上面を斜め手前に進み，上
方転換点（曲面の縁）でのカタストロフィー的景気崩壊を経て，景気後
退期にはやがて曲面の下面を斜め後方に進んで，下方転換点（曲面の
縁）でのカタストロフィー的景気回復によって，景気上昇局面にでる。
このような循環が繰り返されるわけであるが，経路はけっして同じでは
ない。パラメータλは，企業家たちの心理的なアニマル・スピリッツに
依存しており，後者の水準君は，企業家たちが直面する状況が全く同
じであったとしても異なりうるからである。したがって景気回復や景気
崩壊の初期の事態は，カオスであったり，安定な周期軌道であったり，
あるいは1個の安定な不動点均衡経路であったりするのである。
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